Charaktergrade und die Kommutatorlänge in auflösbaren Gruppen  by Feyzioǧlu, Ahmet K.
JOURNAL OF ALGEBRA 126, 225-251 (1989) 
Charaktergrade und die Kommutatorltinge in 
aufliisbaren Gruppen 
AHMET K. FEYZIO~LU 
Department of Mathematics, Bosphorus Urliversity, 
Bebek, Istanbul, Turke) 
Communicated bjl Gernot Stroth 
Received September 30, 1987 
Die vorliegende Arbeit ist ein Teil meiner Mainzer Dissertation. Wir untersuchen 
den Zusammenhang zwischen den irreduziblen komplexen Charaktere einer 
endlichen aufliisbaren Gruppe und ihrer KommutatorlHnge. 1st G eine endliche 
Gruppe, so definieren wir w(G) als die maximale Anzahl von Primfaktoren, die in 
einem irreduziblen komplexen Charaktergrad von G aufgehen. Nach einem Resultat 
von Huppert gilt die Abschatzung d/(G) < 24G) fiir die Kommutatorlange d/(G) 
einer endlichen auflijsbaren Gruppe G mit w(G)>2. Unser Ziel ist es, diese 
Abschltzung zu dl(G) $ [3o~(G)/2 + 21 zu verbessern. Die Arbeit, die urspriinglich 
eher rechnerisch war, wurde durch Herrn Huppert’s Verbesserungsvorschliigz 
begriftlicher und einfacher. Ich miichte hier fur seine zahlreichen Vorschlage und 
stets bereitwillige Hilfe herzlich danken. ‘a 1989 Academic Press, Inc. 
1. BEKANNTE RESULTATE 
Von nun an heisst “Gruppe” immer “endliche Gruppe” und “Charakter” 
heisst immer “irreduzibler komplexer Charakter” wenn das Gegenteil nicht 
ausdriicklich gesagt wird. 
Unsere Bezeichnungen sind die standard Bezeichnungen van [4,7]. Wir 
zitieren [7] als [Isaacs]. 
A, und S, sind die alternierende und symmetrische Gruppen auf n Zif- 
fern. 1st A eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung pm, so schreiben 
wir etwas ungenau A Z (p, ;;;, p). 
Hat 1 #n E N die Primzahlzerlegung n = p;f’...pz”, so definieren wir 
w(n) = a, + . . . + a, und setzen w( 1) = 0. Es gilt o(mn) = o(m) + o(n) fur 
alle m, n E N. 
1st G eine Gruppe, so setzen wir 
o(G) :=max(o(~(l)): x~Irr(G)}. 
Die Gruppen G mit w(G) = 0 sind genau die abelsche Gruppen. Die 
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Gruppen G mit w(G) = 1 sind vollsttindig bekannt. Fiir sie gelten die 
folgende Sgtze. 
1.1. SATZ (Isaacs und Passman [lo] ). Ist o(G) = 1, so ist G au$%sbar. 
1.2. SATZ (Isaacs und Passman [9], [Isaacs, 12.111). Es ist 
cd(G)= (1, P> (P eine Primzahl) dann und genau dann, wenn eine der 
folgenden Aussagen richtig ist: 
(i) G hat eine normale abelsche Untergruppe A vom Index JG : A( = p. 
(ii) JG : Z(G)/ = p3, 
1.3. SATZ (Isaacs und Passman Cl]). Sei w(G)= 1 und cd(G) enthalte 
mindestens zwei Primzahlen p, q: { 1, p, q > E cd(G). Dunn gilt cd(G) = 
iL PY 41. 
Wir erwlhnen noch die folgende Abschltzungen. 
1.4. SATZ. (a) (Isaacs und Passman [lo], [Isaacs, 12.5, 12.61) Ist 
Icd(G)( = 2, so ist dl(G) < 2. 
(b) (Isaacs [S], [Isaacs, 12.151) Zst (cd(G)( = 3, so ist d/(G) < 3. 
(c) (Berger [l]) Ist (cd(G)1 =n and (G( ungerade, so ist dl(G)Qn. 
Diese Resultate liefern zusammen den Beweis vom ersten Teil des 
folgenden Satzes. 
1.5. SATZ. (a) Ist w(G)= 1, so gilt df(G)<3. 
(b) (Huppert [6]) Ist G aufliisbar und w(G)>2, so gilt 
dl(G) d 20(G). 
1.6. HILFSSATZ [ 111. Sei G eine nicht-abelsche Gruppe mit einer abel- 
schen normalen Untergruppe A vom Index JG : Al = p (p prim). Dunn ist A 
charakteristisch in G oder G/Z(G) 2 (p, p). 
Beweis. 1st A nicht charakteristisch in G, so gibt es eine andere abelsche 
normale Untergruppe B vom Index ) G : BJ = p. Wir haben dann AB = G, 
AnB<Z(AB)=Z(G), 
IG : Z(G)1 I P’ 
und da G/Z(G) nicht zyklisch sein kann, ist G/Z(G) z (p, p). 
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2. VORBEREITENDE HILFSSATZE 
2.1. HILFSSATZ. Zst N_aG, SO ist o(N)do(G) zmiw(G/N)<o(G). 
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus dem Cliffordschen Satz, die 
zweite folgt aus der Inklusion Irr(G/N) c Irr(G) (wir identifizieren Irr(G/N) 
mit {XEIrr(G):N<KerX)). 
Wir bestimmen jetzt, wann o(N) = o(G) sein kann. 
2.2. HILFSSATZ. Ist N A G und w(N) = CD(G)~ so ist G/N abelsch. 
Beweis. Sei w(N)=o(G) und sei rpEIrr(Nj mit cu(cp(l))=~(G). Sei 
T := T,(q) die Tragheitsgruppe von cp. Nach Clifford’s Theorie gibt es 
ein q E Irr( T) mit qN = eq und q’EIrr(G) [2, (11.4)]. Daher ist 
JG: TI eq(l)Ecd(G). Da o(cp(l))=w(G) ist, erhalten wir G=Tund e=l. 
Dann ist ‘p fortsetztbar zu einem q E Irr(G) und somit q$ E Irr(G) fur alle 
$ EIrr(G/N) &Irr(G). Da w(q(l)) =w(cpfl)) =w(G) ist, haben wir 
o($( 1)) = 0, d.h. $( 1) = 1 fur alle $ E Irr(G/N). All irreduzible Charaktere 
von G/N sind damit linear und GfN is abelsch. 
Aus diesem Hilfssatz folgt sofort: 
2.3. KATZ. Ist G eine nicht-abelsche, az&kbare Gmppe, so ist 
w(G”) d o(G) - 1. 
Beweis. 1st G auflosbar und nicht-abelsch, so ist G/G” nicht abelsch, 
also to(G”) < w(G). 
2.4. HILFSSATZ. Sei N a G und sei G/N iiberaujliisbar. Wir setzen 
F/N := @(G/N). Ist w(N) <w(G), so ist w(F) <o(G). 
Beweis. Angenommen o(F) =0(G) und sei cp E Irr(F) mit o(cp(1)) = 
w(G). Dann ist cp = tiF fiir ein $ E Irr(G). Wir betrachten eine Hauptreihe 
N< ... <H<K< ... <G 
zwischen N und G. Da w(N) < o(G) ist, ist $N nicht irreduzibel. Sei H < K 
die Stelle, wo die Einschrankung von $ auf die normale Untergruppen der 
obigen Hauptreihe reduzibel wird: 
hsIrr(K) und tiH 4: WH) (N<H<K<G). 
Dann ist lClH=e(8, + . . . + 0,) mit konjugierten irreduziblen Charakteren 
%, von H und t = JG : TI, wobei T := T,(B,) ist. Ferner gibt est ein 
q E Irr( T) derart, dal3 qH= e0, und qG = $ ist. 
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Jetzt betrachten wir tjH = $,,, als die Einschrankung des irreduziblen 
Charakters tjK von K. Der Hauptfaktor K/H hat Primzahlordnung, etwa 
/K/HI = p, denn G/N ist iiberauflbsbar. Aber dann gibt es keine Verzwei- 
gung, e = 1 und t = p [Isaacs, 6.191. Also 1 G : T( = p und T/N ist eine 
maximale Untergruppe von G/N, liegt deshalb oberhalb von dem Durch- 
schnitt @(G/N) = F/N samtlicher maximalen Untergruppen von G/N. 
Somit F< T. 
<flG, *>zo 
(%*T)#o 
vZtirT denn YI(~)#v~(~)=H~) 
$= ist nicht irreduzibel 
q=$f=*i-.(F ist nicht irreduzibel, ein Widerspruch. 
w(F) = o(G) ist also unmiiglich, und wir erhalten o(F) <w(G). 
Minimale nicht-abelsche Faktorgruppen werden im Folgenden eine 
zentrale Rolle spielen. 
2.5. DEFINITION. Sei G eine endliche Gruppe. Wir setzen 
%(G) = (G/K Ka G,G/K ist nicht abelsch, G/N ist 
abelsch fur alle N > K mit N 4 G}. 
Es ist klar da13 !R(G) # @ ist wenn G nicht abelsch ist. Ferner ist 
(G/L)/(K/L) E %(G/L) genau dann, wenn L < K und G/KE X(G). Dies ist 
nur der zweite Isomorphiesatz. 
Die aufliisbaren Faktorgruppen in ‘X(G) werden folgendermagen 
beschrieben [Isaacs, 12.31. 
G := G/KE a(G) hat einen einzigen minimalen Normalteiler, nlmlich G’, 
und alle nicht-lineare Charaktere von G haben denselben GradJ: Ferner 
gilt eine der folgenden Aussagen: 
(a) G ist eine p-Gruppe (p prim) mit (G’( = p. Z(G) ist zyklisch. 
G/Z(G) ist eine elementar-abelsche Gruppe. Es gilt IG/Z(i?)I = f ‘. 
- --I (b) G is eine Frobeniusgruppe mit G’ Frobeniuskern. G/G ist 
zyklisch. G’ ist eine elementar-abelsche Gruppe und ein Hauptfaktor. Es 
gilt (G : G’j =J: 
2.6. DEFINITION. Die Menge der Frobeniusgruppen in ‘%(G) wird mit 
B(G) bezeichnet. 
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2.7. HILFSSATZ. Es sei V ein treuer und irreduzibler iF,G-Modul van 
Dimension a, wobei p und a Primzahlen sind. Ist G nicht :yklisch, so ist V 
sogar ein absolut irreduzibler [F, G-Modul. 
Beweis. Sei F ein Zerfallungskorper von [F,G derart, da8 F/IF, eine 
Galois-Erweiterung ist. 1st V nicht absolut irreduzibel, so ist 
V,= VO,, F= V, 0 ... 0 V,, 
wobei Vi (da a prim ist) eindimensionale, isomorphe oder Galois- 
konjugierte FG-Moduln sind. G hat dann eine treue Darstellung 
D: G -+ GL(a, F) 
(k = k(g)). 
wobei (a r, . . . . cx,} = {l} oder = Gal(F/IF,) ist [S, Theorem VII, 1.181. Die 
Abbildung g -+ k ist dann ein Monomorphismus von G in F”. G ist also 
isomorph zu einer Untergruppe von F” und daher zyklisch. 
2.8. HILFSSATZ. Sei G eine auj%sbare Gruppe und sei H/L ein 
Hauptfaktor von G von der Ordnung pa, wobei p und a prim sind. 1st 
GJC,(H/L) nicht zyklisch, so ist a E cd(G/C,(H/L)). 
Beweis. H/L is ein treuer irreduzibler [F,(G/C)-Modul, mit 
C := C,(H/L). Nun ist G/C nicht zyklisch, und die Dimension a dieses 
Moduls ist prim. H/L ist also ein absolut irreduzibler Modul und a ist 
deshalb der Grad eines Brauer Charakters $ von G/C. Dieser Brauer 
Charakter $ ist die Einschrankung eines C-Charakters $ auf p’-Elemente 
von G/C (Fong-Swanscher Satz [2, (22.1)] j. Daher ist a E cd(G/C). 
2.9. Bemerkung. Wir werden im Folgenden ein G/KE S(G) und ein 
K/L E g(K) betrachten. Es gibt keinen Grund, warum L 4 G sein so&e. 
Wir wollen aber mit einem L 4 G arbeiten. Das konnen wir erreichen wenn 
wir L als eine charakteristische Untergruppe von K wahlen, aber es ist 
dann K/L nicht notwendig in g(K). Wir werden deshalb die Menge S(K) 
moditizieren und ein K/L in der modifizierten Frobenius Faktorgruppen- 
menge wahlen, wobei gleichzeitig L charakteristisch in K ist. 
Zur Modilizierung der Menge B(K) (oder der Menge g(G)) brauchen 
wir eine charakteristische Untergruppe M. 
2.10. DEFINITION. Sei G eine auflosbare Gruppe mit g(G) # 0. Falls 
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das Urbild der Frobeniuskerne von slmtlichen G/KE g(G) eine und 
dieselbe Untergruppe von G ist, nennen wir dieses Urbild M(G). 
M(G) existiert nicht immer. Das Urbild des Frobeniuskerns von 
G/KE g(G) ist G’K (siehe 2.5). “M(G) existiert” heiL3t also: “B(G) # 0 und 
G’K, = G’K2 fiir G/K,E F(G).” Falls M(G) existiert, so ist M(G) offenbar 
eine charakteristische Untergruppe von G, denn Aut(G) permutiert die 
Menge g(G). 
2.11. HILFSSATZ. Sei G ine auj76sbare Gruppe mit g(G) # 0, o(G) = 
n > 1 und o(G”) = n - 1. Dunn existiert M(G). 
Beweis. Sei G/K, E g(G) mit dem Frobeniuskern Ml/K,. Falls 
g(G) = {G/K, } ist, ist offenbar M, = M(G). Nehmen wir weiterhin an, daI3 
es eine andere Gruppe G/K, E s(G) gibt. Sei MJK, der Frobeniuskern von 
G/K,. Wir beweisen M, = M, indem wir M, = K, K2 = M, beweisen. 
Es ist M,, M, < K, K,, denn K,, K2 <K, K2 _a G und M, bzw M, ist die 
einzige minimale normale Untergruppe von G oberhalb von K, bzw. K2. 
Angenommen etwa M, <K, K2. Dann operiert die nicht-triviale Gruppe 
K, K2/M1 fix-punkt-frei auf M, /K, und K, KJK, 2 K,/K, A K, ist nicht 
abelsch, und wir haben w(K, n K,) < o(K,) (Hilfssatz 2.2). GjK, ist such 
nicht-abelsch, und wir haben co(K2) < a(G) = n. Also o(K, n K2) < n - 2. 
Aber G/K, und GfK, sind metabelsch, also G” < K, r\ K2 und so 
o(G”) < w(K, n K2) < n - 2 (Hilfssatz 2.1), entgegen der Voraussetzung 
o(G”) = n - 1. 
Es ist also M, = K, K, und ebenso M, = K, K2. Daher ist M, = M, = 
K, K2 die Gruppe M(G). 
2.12. HILFSSATZ. Sei G eine nicht-abelsche au@sbare Gruppe. 
(a) Ist G/P eine nicht-abelsche p-Faktorgruppe, so ist w(G’) < 
o(G) - 1. 
(b) Ist G/P eine nicht-abelsche p-Faktorgruppe und ist G/Q eine nicht- 
abelsche q-Faktorgruppe (p # q), so ist cc)( G’) d w(G) - 2. 
(c) Ist o(G’)=o(G), so ist g(G) #a. 
(d) Ist g(G)= 0 und w(G’)=o(G)- 1, so gibt es eine einzige 
Primzahl p mit der Eigenschaft, daJ G/W(G) nicht-abelsch ist. 
Beweis. (a) 1st G/P nicht abelsch, so haben wir w(P) <w(G) 
(Hilfssatz 2.2) und daher o(F) -C o(G), wobei F/P = @(G/P) gesetzt wird 
(Hilfssatz 2.4). Aber G/F ist elementar-abelsch, also G’d F und so 
w(G’)<o(F),(o(G)-1. 
(b) GIPQ ist eine p- und q-Gruppe, also G = PQ. Wir setzen 
F/P := @(G/P) und E/Q := @(G/Q). Da G/P nicht abelsch ist, haben wir 
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o(F) <co(G) (Hilfssatze 2.2 und 2.4). Aufierdem haben wir F/Fn Q z 
FQ/Q = PQ/Q = G/Q (bitte zeichnen), F/F,? Q ist also nicht abelsch, also 
o(Fn Q) < w(F) und somit o(Fn E) <w(F), denn Fn E/Fn Q = 
@(F/F,? Q). Daher haben wir o(Fn E) < w(G) - 2. Da G/En F abelsch 
ist, erhalten wir o(G’) < w(Fn E) < o(G) - 2. 
(c) 1st g(G) = @, so gibt es nicht-abelsche p-Gruppen in ‘X(G) # .a 
und so w(G’) d o(G) - 1 nach (a), ein Widerspruch. 
(d) Wegen g(G) = 125 gibt es eine p-Gruppe in %(G) # a, und p ist 
eindeutig bestimmt nach (b). 
2.13. HILFSSATZ. Sei G eine auj75sbare Gruppe mit o(G) = n 2 1, 
o(G’) = n und o(G”) = n - 1. Dunn existiert M(G). 
Beweis. %(G) # Izf wegen o(G) # 0. Gibt es p-Gruppen in ‘%(G), so 
haben wir o(G’) <n - 1 nach 2.12(a), ein Widerspruch. Also ‘%(G) = s(G), 
g(G) # Izf und o(G”) = n - 1. Dann existiert M(G) nach dem 
Hilfssatz 2.11. 
2.14. Bemerkung. Wenn wir dl(G) durch o(G) abschltzen wollen, 
wollen wir natiirlich, dal3 o(G’) oder w(G”) klein sind, so da8 wir durch 
Induktion eine Abschatzung von d&G) finden kiinnen. Wir wissen 
w(G’) d o(G) und o(G”) <w(G) - 1. Die Voraussetzung von 2.13 ist also 
der ungiinstigste Fall, was o(G’) und o(G”) betrifft. In diesem 
ungiinstigsten Fall existiert M(G). 
Sei Inn(G) 5 XC Aut(G). Wir betrachten X als eine Operatormenge und 
G als eine X-Gruppe. X-stabile Untergruppen von G nennen wir kurz 
X-Untergruppen. Charakteristische Untergruppen von G sind immer 
X-Untergruppen, alle X-Untergruppen von G sind normal in G. 1st A eine 
charakteristische Untergruppe von B und ist B eine X-Untergruppe von G, 
so ist A eine X-Untergruppe von G. 
2.15. DEFINITION. Sei G eine aufliisbare Gruppe und sei Inn(G) c 
XC Aut(G). Wir definieren F.JG) als die Menge der Faktorgruppen G/L, 
so da13 gelten: 
(1) G/L ist eine Frobeniusgruppe, mit dem Frobeniuskern N/L. 
(2) N/L ist ein X-Hauptfaktor und elementar-abelsch. 
(3) N ist die einzige minimale X-Untergruppe von G oberhalb von L. 
2.16. Bemerkung. (3) folgt aus (1) und (2) in 2.15. 1st ‘4 > L eine 
X-Untergruppe von G, so ist L<NnA<N, und NnA ist eine 
X-Untergruppe. Da N/L X-irreduzibel ist, ist I. = N n A oder N= iVr\ A. 
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1st L = N n A, so operiert ANfN trivial auf N/L, ein Widerspruch, denn 
G/N operiert tix-punkt-frei auf N/L. Also ist N n A = N und N d A. 
2.17. HILFSSATZ. Es seien G/L, Frobeniusfaktorgruppen mit den 
abelschen Frobeniuskernen N/L, (i = 1, . . . . m) und sei LO = fly!, Li. Dann ist 
GIL, eine Frobeniusgruppe mit dem Frobeniuskern N/L,. 
Beweis. Wir miissen beweisen, da13 G/N auf NIL, fix-punkt-frei operiert. 
Sei 1 #x E G/N. 1st L,n E N/L, und (L,n)” = L,n, so ist 
nxn-‘ELO= fj Li 
i= 1 
rfn-‘E Li (i = 1, . . . . m) 
( Ljn)” = L,n (i= 1, . . . . m) 
(L,n)” = L,n (i = 1, . . . . m) 
L,n = L,, denn x operiert fix-punkt-frei auf NIL, 
nELi (i = 1, . . . . m) 
nELO 
Daher operiert x fix-punkt-frei auf N/L,, d.h. G/L, ist eine 
Frobeniusgruppe mit dem Frobeniuskern N/L,. 
2.18. HILFSSATZ. Sei G eine au$Xsbare Gruppe und sei Inn(G) E 
XE Aut(G). Existiert M(G), so ist g,(G) # 0. 
Beweis. Existiert M(G), so ist g(G) # 0. Sei G/KE g(G). G/K ist eine 
Frobeniusgruppe mit dem Frobeniuskern M(G)IK, und M(G)/K ist eine 
elementar-abelsche ( twa) p-Gruppe. Fur jedes x E X ist such G/K” E g(G) 
eine Frobeniusgruppe mit dem elementar-abelschen Frobeniuskern 
M(G)/K” nach der Definition von M(G). Nach 2.17 ist G/K,, eine 
Frobeniusgruppe mit dem Frobeniuskern M(G)/K,, wobei K, = fllsx K” 
gesetzt wird. K,, ist offenbar eine X-Untergruppe von G und M(G)/KO ist 
eine elementar-abelsche p-Gruppe, denn M(G)/K, ist isomorph zu einer 
Untergruppe von fl,, X M(G)/K”, das als direktes Produkt von elementar- 
abelschen p-Gruppen such elementar-abelsch ist. Jetzt verfeinern wir die 
X-Reihe 1 Q K, < M(G) < G zu einer X-Hauptreihe und wahlen die X- 
Untergruppe L > KO so, dal3 M(G)/L X-irreduzibel ist. Dann ist G/L eine 
Frobeniusgruppe mit dem elementar-abelschen Frobeniuskern M(G)/L. 
Daher ist GIL E gx(G). 
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3. ABSC~~TZLJNG VON &(G)DuRCH w(G) 
In diesem Paragraphen wollen wir die Kommutatorllnge einer 
aufliisbaren Gruppe durch eine Funktion von o(G) abschltzen. Wir ver- 
bessern die Abschatzung dZ(G) <20(G) (siehe 1.5) zu d/(G) < [go(G) + 25. 
Zuerst verfeinern wir den Hilfssatz 2.2. 
3.1. HILFSSATZ. Es seien N d G, cp E Irr(N) und T := To(q). 
(a) Es is? o(lG: Tl)+w(cp(l))<w(G). 
(b) Zst o( IG : T() + w(cp( 1)) = o(G), so ist T/N abelsch. 
Beweis. Nach der Clifford’s Theorie gibt es ein q E Irr( T) mit rlV = eq? 
qG E Irr(G). Daher ist (G : T( q(l) E cd(G), woraus die Ungleichung 
in (a) folgt. Gilt sogar Gleichheit hier, so mu8 notwendig o(e) = 0, also 
e=l sein. Dann ist (q6)” E Irr(G) fur alle 0 E Irr(T/N), somit 
o(lG: TI)+w(q(l))+w(&l))=w(G). Daher ist o(B(l))=O, e(l)= 1 fur 
alle 8 E Irr( T/N), und T/N ist abelsch. Dies beweist (b). 
3.2. HILFSSATZ. Sei A/C eine Frobeniusgruppe mit einem elementar- 
abelschen Frobeniuskern B/C. Sei q E Irr( B) und sei 
cpc=e(O,f ... t-O,), t= IB : T,(f?,)l 
die Cliffordsche Zerlegung von cpc in irreduziblen Charakteren 8i von C. 
Dann gilt eine der folgenden Aussagen: 
(a) T,(qA) = B ftir ein 3, eIrr(B/C). Dann ist (qL)A E Irr(A), also 
IA:BIcp(l)~cd(A)undo(lA:BI)+co(cp(l))<w(A). 
(b) IB: CJ 8:(1)1q’(l); ist IB: CJ 0~(1)=cp’(l), so gilt t= I, dh. 8: 
ist triige in B. 
Beweis [ Isaacs, Theorem 12.41. Dort wird weniger behauptet als 
wirklich bewiesen wird. 
Wir brauchen das Theorem in seiner vollen Starke. 
Im Folgenden wird oft von g,(G j die Rede sein, wobei 
Inn(G) c XE Aut(G) ist (siehe 2.15-2.18). 1st K eine X-Untergruppe von G, 
SO konnen wir X als eine Untermenge von Aut(K) auffassen; die X-Unter- 
mengen von K sind natiirlich normal in K. Deshalb konnen wir 
sinnvollerweise von g,(K) reden (das vielleicht leer ist). 
3.3. HILFSSATZ. Sei G eine auf7osbare Gruppe und sei Inn(G)& 
XE Aut(G). G habe die X-Reihe und o-Information 
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zyklisch 
X-irreduzibel (p, . . . . p) 
zJ]klisch 
X-irreduzibel (q, . . . . q) 
o=n 
n 
I 
E g,(G), Frobeniusgruppe mit 
dem Frobeniuskern M/K 
n-l 
E gx(K), Frobeniusgruppe mit 
dem Frobeniuskern N/L 
n-2 
1st M/N nicht abelsch, so gilt 
jG:MI =3, M/Kz (2,2), 21 IK:NI, NIL = (4, 4). 
Beweis. (1) M/N ist nilpotent, Z( M/N) = K/N und p ) (K : NJ : 
Die Frobeniusgruppe G/K kann auf der zyklischen Gruppe K/N nicht 
trivial operieren. Deshalb ist K< C&K/N), und somit gilt M < C,( K/N), 
denn C,(K/N) ist eine X-Untergruppe von G und M ist die einzige mini- 
male X-Untergruppe von G oberhalb von K (siehe 2.15). Deshalb ist 
KIN< Z(M/N) und M/N ist nilpotent. Da M/K X-irreduzibel und M/N 
nicht abelsch ist, ist K/N= Z(M/N). Hier gilt ferner p ( IK : NI, sonst waren 
alle Sylow Gruppen von M/N abelsch und M/N ware abelsch, entgegen der 
Voraussetzung. 
(2) G/N operiert treu auf N/L: 
Wir setzen C := C,(N/L). Nun ist M/N eine nilpotente Gruppe, deren 
Zentrum K/N auf NfL treu operiert. Deshalb ist C n M = N. Dann haben 
wir CM/K = CKIK x M/K, und CM/M operiert trivial auf M/K. Da GfM 
auf M/K fix-punkt-frei operiert, gilt hier notwendig CM/M= 1, CM= M 
und C= N, was zu beweisen war. 
G 
Cbl 
CK 
b 
1i-l 
C 
K 
N 
L 
(3) N/L z (4, 4): 
Da G/N= G/C&N/L,) nicht abelsch ist, ist N/L nicht zyklisch und 
IN/L/ 2 q2. Angenommen, IN/L1 3 q3. Es gilt o(N) ,< n - 1. 
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1st cp E Irr(N) mit w(cp( 1)) = n - 1, und ist 
qL=e(Ol+ ... +d,) mit 6,EIrr(Lj, t= IN: T,(%rjl, 
so ist cu(q( 1)) = II - 1 = w(K), und daher kann der erste Fall vom 
Hilfssatz 3.2 hier nicht vorkommen. Deshalb gilt IN : LI %2( 1) ! (p2( 1 j nach 
3.2, wobei 8 = %r gestzt wird. Dann haben wir 
w(lN : Ll) -I- 2w(%(l)) < 2o((p(l)) 
3+2w(%(1))<2m(q(l)) 
4+248(1))<2~(q(l)) 
w(%(l))<n-3. 
Wegen o(L)=n--2 gibt es ein r+50~ Irr(L) mit ~($~(ij)=n-2. Nach 
dem soeben Bewiesenen gibt es kein p ~1rr(N) mit o(cp( I)) =n - 1 und 
(pL, tiO) #O. Wegen w(N) dn - 1 gibt es ein $ E B-r(N) mit 
lhL = $0 E Irr(L). Jetzt wenden wir den Hilfssatz 3.2 auf $ an. Hier kann 
3.2(b) nicht vorkommen, denn das hatte 
IN: LI 4%u)lr1/2(l)~ also IN: LI = 1 
zur Folge. Deshalb gibt es ein I EG, so da0 ($A), = tiO und T&$,4) = N 
ist. Wir setzen q := $A. Es ist qL= tic,, T,(q)= N. Nach 3.2 ist 
o(lK:Nl)+n-2<o(K)=n-1. Also ist (K:NI prim und IR:N)=p 
nach (1). Dann ist K/N= (M/N)’ = @(M/N) = Z(M/N) und M/N ist eine 
extraspezielle Gruppe, etwa der Ordnung p’” + I. 
Wie groh ist T,(q)? 1st T,(q)/N nicht abelsch, so folgt 
KIN= (WW= (T,(v)IN)‘6 T,((P)/‘X 
also K f T,(q), entgegen T,(p) = N. Daher ist T,(rp j/N abelsch und 
deswegen gilt ( T,((p)/NI 6 pm + ‘. Aber wegen 
K/N= Z(M/N) & T,(qj/N 
gilt sogar IT,(cp)/N( <pm und IM: T,(q)1 apmf’. Dann haben wir 
nach 3.1(a). Da hier nur Gleichheiten gelten konnen, erhalten wir tir = 1, 
IM : N( = p3, und T,((p)/N ist eine nicht-zentrale Untergruppe von M/N 
der Ordnung p. 
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Jetzt betrachten wir T := T,(q). 1st T= T,(p), so ist 
1+2+n-2do(lG:MI)+o(p2)+0(~(1)) 
=4lG: Tl)+w(cp(l)) 
<o(G)=n 
nach 3.1(a), ein Widerspruch. Daher gilt T > TM(q). Wir haben weiter, 
nach 3.1(a) 
o(G)Bo(lG: T)+o(q(l)) 
=o(lG: TMJ)+w(lTM: TJ)+o(cp(l)) 
>0+2+n-2=n=w(G), 
und T/N ist abelsch nach 3.1(b). Dann ist such TK/K abelsch und 
TK<C,(T,(cp)K/K).-Aber C,(T,(cp)K/K)=C,(T,(cp)K/K)=M, denn 
jedes Frobeniuskomplement von M/K in G/K operiert fix-punkt-frei auf 
M/K. Somit gilt T< TK Q M, T= T n M = T,,(q), ein Widerspruch. 
Deshalb ist (N : LI 2 q3 unmbglich, also bleibt N/L z (q, q). 
(4) BeweisabschluB: 
O,(M/N) operiert irreduzibel auf N/L, sonst ware O,(M/N) isomorph zu 
einer Untergruppe von Diagonalmatrizen in GL(2, p) nach Maschke’s Satz 
und daher wlren O,(M/N) und MfN = O,(M/N) x 0,. (M/N) abelsch, ein 
Widerspruch. Da die Dimension 2 von N/L prim ist, ist 2 E cd(O,(M/N)) 
nach 2.8 und p= 2. Da ferner N/L ein absolut irreduzibler (nach 2.7), 
treuer M/N-Modul ist, und da MfKg (M/N)/Z(M/N) abelsch ist, ist 
IM: Kj =p’= 22 [Isaacs, 2.311. Somit gilt M/Kg (2,2) und mithin 
G/M r Z, und 2 teilt lli: : N( nach (1). Der Beweis ist beendet. 
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3.4. HILFSSATZ. Sei G eine aufliisbare Gruppe nzit dl(Gj > 5, 
o(G)=na4, o(Gc3’)>n-2, m(Gc4’)>n-2, ~4G’~))>n-3 und sei 
Inn(G) c XC Am(G). Es sei G/KE G,(G), rnit dem Frobeniuskern MJK, und 
mit w(M) = II, w(K) = n - 1. 
Ist S(K) = 0, so ist IG : MI = 2 und IA4 : KI ist eine Primzahl. 
Beweis. (1) G hat die X-Reihe und o-Informationen 
G w=n 
--M n 
X-irreduzibel 
--K n-l 
Frobeniusgruppe 
mit dem Frobe- 
niuskern NJL 
--F n - 2 F/Op( K) = @( K/OP(K)) zyklisch 
--N n-2 
X-irreduzibel 
-L n-3 
Es ist w(K) = n - 12 3 und somit ist a(K) # 0. Aber g(K) = @ nach 
Voraussetzung. Daher gibt es nur Faktorgruppen von Primzahlpotenz- 
ordnung in ‘S(K) und es gibt eine Primzahl p mit der Eigenshaft, daS 
K/OP(K) nicht abelsch ist. (p ist iibrigens die einzige Primzahl mit dieser 
Eigenschaft nach 2.12, sonst ware o(K’)<o(K)-2 und w(G”‘j < 
o(K) - 2 = n - 3, entgegen der Voraussetzung.) Nun ist K/OP(K) nicht 
abelsch, also w(OP(K)) < o(K) = n - 1 und o(F) < n - 2 nach 2.4, wenn wir 
F/Op(K) := @(K/OP(K)) setzen. Hier ist K/F eine elementarabelsche 
p-Gruppe und G”’ < F. Dann erhalten wir n - 2 < w(G”‘) < w(Fj < 12 - 2, 
also w(F) = n - 2. 
Wegen w(F) = n - 2 3 2 ist F nicht abelsch. Daher ist 91(F) # (ZI. Gibt es 
eine q-Gruppe F/Q in ‘S(F) (q prim, q = p oder q # p), so gilt, wegen 2.4, 
iu(F, ) < o(F) = n - 2, wobei F,/Q = @(F/Q) gesetz wurde. Da F/F, abelsch 
ist, erhalten wir w(G’“‘) < o(Fl) Q n - 3, ein Widerspruch zur Vorausset- 
zung cu(GC4’) >n - 2. Deshalb ist @ = ‘S(F) = g(F). 
1st o(F”) 6 o(F) - 2 = n - 4, so gilt CO(G’~‘) d w(F”) < n - 4, entgegen 
der Voraussetzung w(G”‘) > n - 3. Daher ist w(F”) =0(F) - 1, und da 
s(F) # @ ist, existiert M(F) =: N nach 2.11. N ist eine X-Untergruppe von 
G und F,(F) # @ nach 2.18. Wir wPhlen F/L E gX( F). Dann ist fl;;lr, eine 
Frobeniusgruppe mit dem eiementar-abelschen, X-irreduziblen 
Frobeniuskern N/L. Sei N/L etwa eine r-Gruppe. Wegen 
n - 2 < o(Gc4’) < w(N) d w(F) = n - 2, 
n-3Sm(G’5’)60(L)<o(F)=n-2 
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ist co(N) =n- 2 und o(L) =n - 3. Somit hat G die angegebene X-Reihe. 
Dabei ist K/F nicht notwendig X-irreduzibel. 
(2) K/N ist nilpotent: 
Sei s # p eine Primzahl mit s 1 IF: Nl, und sei D,/N := U”(F/N). F/D, ist 
eine zyklische s-Gruppe. Sei nun D, < D < F mit 1 F: Dj = s. Wir betrachten 
C := C,(F/D). Es ist F< Ca K und K/C ist sowohl zyklisch als such 
elementar-abelsch, somit gilt 1K: Cl = p oder 1. Gilt hier JK: Cl = p, so 
operiert K/F nicht trivial auf F/D, es ist K/D = C/D x S/D, wobei C/D eine 
elementar-abelsche p-Gruppe ist und S/D eine Frobeniusgruppe der 
Ordnung ps ist. Aber dann gibt es eine Frobeniusfaktorgruppe K/C in 
g(K), entgegen der Voraussetzung g(K) = a. Deshalb ist K= C und K/F 
zentralisiert F/D und daher such F/D,. Dies gilt fur alle s #p mit 
s 1 IF: NI. Somit ist 0,, (F/N) = Op,( K/N) ein zyklischer direkter Faktor 
von K/N, und K/N ist nilpotent. 
(P 1...,P 1 
S 
S 
.: 
S’ 
K K 
P 
F 
es 
(Py * ,P) 
D e F D 
(3) p 1 IF: Nl, O,(K/N) ist nicht abelsch und p #r: 
Ware O,(K/N) abelsch, so ware KIN eine nilpotente Gruppe mit 
abelschen Sylow Gruppen und somit abelsch. Hieraus folgt Gc4) d L und 
der Widerspruch w( Gc4’) d o(L) = n - 3. Deshalb ist O,( K/N) nicht 
abelsch. 
Dies hat nun p 1 1 F : Nl zur Folge, denn sonst ware die Sylow p-Gruppe 
von K/N elementar-abelsch, was eben ausgeschlossen wurde. 
Schlieblich istp#r wegen ((N:LJ, (F:N/)=l. 
Wir setzen J := C&N/L). J ist eine X-Untergruppe von G. 
(4) J/L ist abelsch: 
Es ist Jn F= N, denn F/N operiert treu, sogar fix-punktfrei auf N/L. 
Nun ist J/N = J/Jn F= JF/F< K/F eine elementar-abelsche p-Gruppe und 
zentralisiert die elementar-abelsche r-Gruppe NIL.. Wegen p # r ist JfL 
abelsch. 
(5) K/J ist nicht abelsch und w(J) = n - 2: 
1st K/J abelsch, so haben wir G”‘< Jn F=N, Gc4’< L und 
o(Gc4’) < o(L) = n - 3, ein Widerspruch. Deshalb ist K/J nicht abelsch und 
n-2=o(N)<co(J)<o(K)=n-1, also ist o(J)=n-2. 
Wir setzen Jo/J= O,.(K/J), E/Jo = @(K/Jo). Dann sind J,, und E offen- 
bar X-Untergruppen von G. 
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(6) JF=E und w(E)=n-2: 
Da K/JF eine elementar-abelsche p-Gruppe ist, ist E < JF. AuBerdem 
sind K/E und KJF elementar-abelsche p-Gruppen, also ist K/En F such 
eine elementar-abelsche p-Gruppe. Aber Ff OP(K) = @( K/Op( K)) ist das p- 
elementar-abelsche Residuum von K, daher ist F d En F < F, En F = F 
und JF d JE = E, also ist JF = E, 
K/J ist nilpotent, nicht-abelsch, also ist K/J, nicht abelsch. Daher gilt 
o(J,) < o(K) nach 2.2 und w(E) < o(K) = n - 1 nach 2.4. Somit gilt 
n-2=o(J)$o(Ej<n-1 und o(E)=n-2. G 
M 
K 
JF 
E 
d 
.: 
P F 
J 
JP 
, 
H ;\, : N 
‘. j \ \ : (I: IL 
9.. . ,r) 
Wir setzen HJL = O,(J/L). H ist 
I = (P ,...,P) 
eine X-Untergruppe von G. 
J/N = J/J n F = JF/F = E/F < K/F ist eine p-Gruppe und J/L von der 
Ordnung I J : NI IN : LI = p.‘.r.‘. ist abelsch nach (4). Daher ist 
J/L = O,( J/L) x O,( J/L j = H/L x N/L. 
(7) EJH g FJL ist eine Frobeniusgruppe mit dem X-irreduziblen 
Frobeniuskern J/H z N/L, und w(H) = n - 3: 
Nach (6) gilt E/H = JF/H = HNFIH = HF/H = F/H n F. Wegen 
HnF=(HnJ)nF=Hn(JnF)=HnN=L 
ist EjH z F/L. Da E/H nicht abelsch ist, haben wir 
n-3=w(L)<o(H)<o(E)=n-2, somit o(H) = n - 3. 
(8) M/E ist nicht abelsch und J = C,(J/H): 
1st M/E abelsch, so ist G” d E, Gc4) 9 H, und o(Gi4’) d o(H) = n - 3, ein 
Widerspruch. Deshalb ist M/E nicht abelsch. 
Wir setzen C := C&J/H). Es ist Cn K = J nach der Definition von 
J= C,(N/L). 1st C # J = C n K, so ist K < CK und M d CK, denn’ CK ist 
eine X-Untergruppe von G und A4 ist die einzige minimale X-Untergruppe 
von G oberhalb von K. Dann ist M/E = K/E x (CE n M)/E. Dabei ist K/E 
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eine elementar-abelsche p-Gruppe (Definition vor (6)) und (CE n M)/E = 
M/K ist abelsch, somit ist M/E abelsch, ein Widerspruch. Deshalb ist 
C n K = J = C, wie behauptet wurde. 
G 
CK 
CE M 
c 
;P 
K 
E 
J 
H 
Somit hat G die X-Reihe und w-Informationen 
p-‘.# I 
G/M, E/J zyklisch (Voraus., (7)) 
M/K, J/H X-irred. (Voraus., (7)) 
K/E nicht notwendig X-irreduzibel 
K/J nilpotent (2) 
K/J, M/E nicht abelsch (5), (8) 
G/J true auf J/H (8) 
E/H Frobeniusgruppe (7) 
J/H Frobeniuskern von E/H (7) 
Da G/J nicht abelsch ist, ist J/H nicht zyklisch, also 1 J/HI > r2. 
(9) BeweisabschluB im Falle 1 J/HI = r2: 
Sei J/Hz (r, r). p # r und O,(K/J) ist nicht abelsch weil K/J nilpotent 
aber nicht abelsch, O,.(K/J) zyklisch ist. Somit ist J/H ein irreduzibler 
O,(K/J)-Modul nach Maschke’s Satz, denn sonst ware O,(K/J) isomorph 
zu einer Untergruppe von Diagonalmatrizen in GL(2, r) und abelsch. Urn 
so mehr ist J/H ein treuer, irreduzibler G/J-Modul (siehe (8)). Wir 
schreiben G= G/J. Nach 2.7 ist JjH sogar ein absolut irreduzibler G- 
Modul. Daher kiinnen wir G als eine Untergruppe von GL(2, @) auffassen 
(Fong-Swanscher Satz [2, (22. )]). Dann ist 
G metabelsch oder G/Z(G) 2 A, oder S, oder A, 
[3, Theorem 26.11. Da G auflijsbar ist, ist G/Z(G) & AS. 1st G metabelsch 
oder G/Z(G) 2 Al, so ist G”’ = 1, also G”‘< J und Gc4) < H, daher 
w( Gc4)) < o(H) = n - 3, ein Widerspruch. Also bleibt nur G/Z(G) g S,. 
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-- 
Wegen Z(G/K) = 1 ist Z(G) < R und wegen 
-- 
ist 
G/Z(G)/K/Z(G)E Sx(G/Z(G)) = 5x(&) = (WW. 
Daher ist G/Kr S,/V, g S,. Daraus folgt IG : MI = 2 und l&f : Kl = 3 ist 
eine Primzahl, was zu beweisen war. 
Wir werden weiterhin 1 J/HI > r3 annehmen. 
(10) 1st qEIrr(H) mit w(q(l))=n-3 und ist cpEIrr(J) mit 
o(q(l))=~z-2, so gilt (qH. q)=O: 
Wir errinern an o(H) = n - 3 (siehe (7)) und o(J) = n - 2 (siehe (5)). 
Nach (7) ist E/H eine Frobeniusgruppe mit dem Frobeniuskern J/H. Sei 
yH=e(6, + ... + 0,) mit t = iJ : T,(8,)1 
die Cliffordsche Zerlegung von qH in irreduziblen konjugierten Charaktere 
von H. Nach Isaacs’ Lemma 3.2 gilt 
lE:Jl q(l)~cd(E) oder !J: HI 0:(l)lq2(1). 
Da o(cp(1)) =n - 2 = w(E) ist (siehe (6)) ist die erste Moglichkeit 
ausgeschlossen. Daher haben wir 
3+2~0(6,(1))<w(JJ: HI 0;(1))<2o(cp(l)) 
4 + ao(e,( 1)) d 2(n - 2) 
o(t?,(l))<n-4. 
Somit ist (qH,q)=O falls q~Irr(H) mit m(~](l))=n-3. 
(11) Es gibt ein q E Irr(J) mit T,(p) =J, cp,~Irr(H) und 
w(y(1)) = n - 3: 
Wegen o(H) =n - 3 gibt es ein 0~ Irr(H) mit w(6( I)) = n - 3. Sei 
cp E Irr(J) mit (q,, eJ> # 0. Es ist 
n-3=w(e(i))60(y(l))~w(J)=n-2 
und 0(40(l)) #n - 2 nach (10). Also ist o(q(1)) =n - 3 und 
0 = poH E Irr(H). Nach 3.2 ist nun 
T,(4) =J fur ein IEJ/H oder IJ: HI 6’(1)(y2(1). 
Wegen e( 1) = cp( 1) ist die zweite Miiglichkeit ausgeschlossen und es gilt die 
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erste Bedingung. Wir ersetzen cp durch cpll, und dies beweist die Behaup- 
tung. 
Wir betrachten jetzt ein q E Irr(J) wie in (11). 
(12) IE : JI = p und K/J ist eine p-Gruppe: 
Es gilt 
IE:JI dl)=IE: TAq)l cpW=dWc4J) 
und daher 
o(lE: Jj)+n-3<o(E)=n-2. 
Also ist 
o(lE: JI)= 1, 
und dann IE : JI = p, denn p 1 IE/JI ( = (F/N1 ) nach (3). Da K/E eine 
elementar-abelsche p-Gruppe ist (siehe vor (6)) ist K/J eine p-Gruppe. 
(13) Sie S := T,(q). Es ist A/J:= SE/J eine elementar-abelsche 
Untergruppe von K/J vom Index IK : Al = p und IK : SJ = p2: 
Wir haben S n E = J nach ( 11) und A/J = SE/J = SE/S n E = S/J x E/J, 
denn S hat den Index ISE : SJ = IE : En SI = IE : JJ = p in der p-Gruppe 
SE/J und deswegen ist Sa SE. Da S/Jr A/E elementar-abelsch ist, ist 
such A/J elementar-abelsch. 
K 
A P.'. (=p> 
S 
P P9*** ,P) 
6 
E 
J p 
H 
Da A/J abelsch ist, aber K/J nicht abelsch ist (5), ist Kf A und 
lK:AlZp, IK:SI>p’. Wegen lK:Sj q$l)~cd(K) gilt cu(lK:Sl)+ 
n - 3 d o(K) = n - 1 und damit I K : SI 1 p2. Somit ist (K : SI = p* und A ist 
vom Index p in K. 
(14) p/ IM: KJ: 
Angenommen p ( IM : KI. Dann ist M/K eine elementar-abelsche p- 
Gruppe und M/J ist eine p-Gruppe. Wir setzen S, := TM(q). Es ist 
S,nK=S. 
Wir zeigen zuerst M#SIK. Hier ist JSIK: SIEl =p= (S,E: S,I, und 
somit ist S, 4 S, E ~3 S, K, denn M/J ist eine p-Gruppe. Deshalb ist 
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(S,K)” < S, und wegen (S, K)” < R 6 E erhalten wir (S,K)” <J. Ware 
M=S,K, so ware M”<J und G(‘)<H, ~(G(~))<o(H)=n--3, ein 
Widerspruch. 
Nun zeigen wir IA4 : S, I= p3. Wegen IA4 : S, / cp( 1) E cd(M) haben wir 
w(IM:S,KI)< 1. 
Wegen M#S,K ist IM: S,KI =p und IM: S,/ =p3. 
Daher ist o(lM: T,(q,)l)+o(q(l))=w(M), und S,/J ist abelsch nach 
3.1 (b). Wegen S, 4 S, E ist S, E/J= S,/J x E/J such abelsch. 
Wir behaupten M” d J. 1st S, E/J charakteristisch in S, K/J -=I M/J, so ist 
S, E normal in M und M/S, E von der Ordnung p2 ist abelsch, deshalb ist 
M” d S. Da M”g E ist, erhalten wir M” d S, n E= J. 1st S,EfJ nicht 
characteristisch in S, K/J, so ist IS,K/J: Z(S, K/J)/ = p2 nach 1.6. In der 
p-Gruppe M/J wlhlen wir ein U/Ja M/J mit Z(S, K/J) -c U/J< S, K/J. 
Dann ist U/J abelsch und M/U von der Ordnung p2 ist such abelsch. 
Deshalb ist M” Q J. Hieraus folgt GC4) < H und W(G’4’ j < o(H) = n - 3, ein 
Widerspruch. 
Daher ist p 1 IM : Kl. 
(15) Es gibt keine Untergruppe B Q G von K vom Index j K : BI = p 
derart, da13 B/J abelsch ist: 
Gibt es ein solches B, so ist G/C&K/B) abelsch. Da K Q C&K/B) und 
M/K= (G/K)’ ist, haben wir M< C&K/B). Wegen p 1 jM : KI ist MJB 
abelsch. Nun ist B/J abelsch nach Voraussetzung, also ist M”‘g J und 
nochmals o(GC4’) d n - 3, ein Widerspruch. Deshalb gibt es kein solches B. 
481:126;1-16 
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(16) Wir setzen Z/J:= Z(K/J). Dann ist K/Zs (p, p): 
Die Gruppe A/J ist abelsch und IK: Al = p (13). Nach (15) ist A/J nicht 
characteristisch in K/J. Aber dann ist K/Z z K/J/Z(K/J) g (p, p) nach 1.6. 
(17) G/K operiert treu und irreduzibel auf K/Z: 
C,(K/Z) ist eine X-Untergruppe von G. Ware K< C,(K/Z), so 
ware M d C,( K/Z) und wegen p J I&f : KI ware M/Z abelsch. Dann 
ware Gc4) d H, o(Gc4)) < o(H) = n - 3, ein Widerspruch. Deshalb ist 
K= C&K/Z) und GfK operiert treu auf KfZ. 
G/K operiert such irreduzibel auf K/Z, sonst gibe es ein B a G mit 
Z < B < K und B/J wire abelsch, entgegen (15). 
(18) BeweisabschluB: 
K/Z ist ein treuer, irreduzibler G/K-Modul der Dimension zwei. Nach 2.8 
gilt dann 2~cd(G/K)= (1, lG:Ml} und (G : MI = 2. Die Elemente von 
M/K werden von den Involutionen in G/K invertiert. Angenommen, die 
elementar-abelsche Gruppe M/K ware nicht zyklisch. Dann operiert M/K 
wegen p 1 IM : KI (14) vollstandig reduzibel auf K/Z. Also besteht M/K aus 
allen Matrizen 
al 0 
( > 0 a2 mit aj4 = 1, 
wobei M/Kg (4, q) ist und 2 #qj p- 1. Insbesondere enthalt M/K eine 
Matrix m = (G y) mit a2 # 1. Da m Pi die Eigenwerte 1, a- ’ hat, sind m und 
m -I in GL(2, p) nicht konjugiert. Das ist ein Widerspruch, also ist IM : KI 
eine Primzahl. 
Der Beweis ist beendet. 
3.5. SATZ. Sei G eine aujl6sbare Gruppe mit co(G) = n 2 5 und dl(G) 2 7. 
Dunn gilt mindestens eine der folgenden Ungleichungen: 
o(G’) 6 n - 1, o( G”) 6 n - 2, co( Gc3’) < n - 2, 
m(Gc4’) en - 3 3 co(Gc5’) <n - 4, co( G’@) < n - 4, 
w( G”‘) < n - 5. 
Beweis. Angenommen, der Satz ware falsch und es sei G eine auflosbare 
Gruppe, mit o(G j = n > 5, d/(G) > 7, derart, da0 keine dieser Unglei- 
chungen richtig ist. Wegen o(G”) <o(G) - 1 (2.3) gilt dann 
o( G’) = n, w(G”) = n - 1, o( Gc3’) = n - 1 9 
co(Gc4)) = n - 2, w( G”‘) 2 n - 3, o( Gc6)) = n - 3 7 
co(G”)) 2 n - 4. 
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(1) fftG)#@fa: 
Da o(G’) = n = o(G) ist, ist g(G) # @ nach 2.12(c). 
Wir wahlen irgendein G/G, E g(G), mit dem Frobeniuskern M/G,. 
Wegen o(G’) = n, o(G”) = n - 1 ist w(M) = n und w(G,) = n - 1. 
(2) 5iG,) Z 0: 
Ware @G,) = 0, so gabe es eine nicht-abelsche p-Gruppe in 
%(G,)#@, und somit ware w(G;)<o(G,)- 1 (2.12(a)). Dann hatten wir 
w( GC3’) < n - 2, ein Widerspruch. Daher ist s( G, ) # 0. 
Wir setzen X= Inn(G); die X-Untergruppen von G sind also genau die 
normale Untergruppen. 
(3) M, := M(G,) existiert und s,(G,) # @: 
Wareo(G’,)dn-2(=w(G,)-l)oderw(G’,)=n-lundu(G;dn-3 
( =w(G~)-2), so ware o( Go’) < n - 2 oder u(GC4’) < n - 3, ein 
Widerspruch. Deshalb ist w(G;) = w(G) und o(G;) = w(G,) - 1, und 
M(G,) existiert nach 2.13. Ferner ist g,(G,) # 0 nach 2.18. 
Wir wahlen ein GJG, E S,(G,). Hier ist w(M1) =n- 1 wegen 
w(GC3))=n- 1 und o(G,)=n-2 wegen CO(G’~‘)=~-~. (o(G2)<lr- 1= 
w(G,), denn G,/G, ist nicht abelsch.) 
(4) M/M, ist nicht abelsch und die Indices sind wie folgt: 
3 
%A, 
c&2) 
2 1 IG, : M,I 
--Ml 
(43 4) q#2 
-Gz 
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Ware M/M, abelsch, so ware GC3) < G, und w(G’~‘) <n - 2, ein 
Widerspruch. Aus dem Hilfssatz 3.3 folgt die Behauptung. 
(5) S(GJ + 0: 
Es est Gr/G,e S,(G,), mit dem Frobeniuskern MI/G, und es gelten 
o(M,)=n-l=o(G,) und o(G,)=n-2=o(Gi)-1. Da IM,/G2)=q’ 
keine Primzahl ist, gilt, im Falle g(G,) = 0, eine der folgenden 
Ungleichungen nach 3.4 (mit G,, M,, G2 als G, M, K von 3.4): 
o(G(:))<cu(G,)-3=n-4 
oder 
oder 
o(G’,‘)) d w(G,) -4 = n - 5. 
Dann haben wir 
m(Gc5’) < o(G\~') <n - 4 
oder 
w(G@)) < co(Gy)) <n - 4 
oder 
co(Gc7)) <o(G’:)) 6 n - 5, 
ein Widerspruch. Deshalb ist s,(G,) # 0. 
(6) Es existiert M(G,) =: M2 und S,(G,) # 0: 
Ware o(G$‘) <o(G,) -2, so ware 
CO(G’~‘) < o(G;l) < o(G,) - 2 = n -4, 
ein Widerspruch. Somit ist o(G;) = m(GZ) - 1. Wegen g(G2) # 0 existiert 
M(G,) (2.11). Das Vorhandensein von M(G,) liefert weiter SX(G,) #Q! 
nach 2.18. 
Wir wahlen ein G,/G, E Sx(Ga). Dann ist o(G,) < o(G,) =n -2 und 
wegen G (6) < G, und o(G(“)) 2 n - 3 ist o(G,) = it - 3. 
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I 
G fIO=n 
3 
M n 
c&2) 
I 
G, n-l 
gerade 
Ml n-l 
(47 4) 
G2 n-2 
i 
M2 
G3 
n - 2 (siehe (8)) 
n-3 
(7) Ml/M2 ist abelsch: 
Wir betrachten die X-Reihe G3 CM, < G,< M, < G, mit der 
zugehorigen o-Information. Ware MJM, nicht abelsch, so wiirde aus 5.3 
unter anderem folgen, da13 /G, : M(G,)J = IG, : MI/ =3 ist, was nicht 
stimmt. Deshalb ist Ml/M2 abelsch. 
(8) co(MZ) = n - 2: 
Da Ml/M, abelsch ist, haben wir Gt4) d Mz und 
n - 2 = w( Gc4’) ,< co(MZ) d u( Gz) = n - 2. 
(9) 5(Gs) + 0: 
Gibt es eine nicht-abelsche p-Faktorgruppe von Gj, so ist 
w(G;) <o(G,)- 1 nach 2.12(a), und wir haben, da Ml/M, abelsch ist 
w( Gc6’) < w( G;) < o(G,) - 1= n - 4, 
ein Widerspruch. Daher gibt es keine p-Gruppen in 92(G,) und 
5(G,) = WG,l+ 0 
(10) Es existiert M(G,) =: M, und SX(G3) # 0: 
Ware o(G;) d w(G~) - 2, so ware wegen (7) 
w(G(‘)) < o(G;) < co(Gj) - 2 = n - 5, 
ein Widerspruch. Somit ist o(G;)=w(G,) - 1 und wegen g(G3) f; 0 
existiert M(G,) (2.11). Das Vorhandensein von M( G3) liefert nun 
Sx(G3) SC:0 (2.18). 
Wir wahlen ein G,/G4e sX(G,). Es ist c0(G4)<0(G3) =n- 3 und da 
G(‘) < G, und o(G(‘)) 2 n - 4 ist, ist o(G~) = II - 4. 
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-G 
3 
-_M 
(292) 
--G, 
gerade 
--Ml 
(47 4) 
abelsch 
3 
IeG2 I 
nach 11) I -- 
M2 
(27 2) 
gerade 
1 i 
G3 
--M3 
(r, f-1 
G4 
(11) GJG,g&: 
Ware M2/M, abelsch, so ware G@) < G, und es ware o.I(G@)) < 
o(G~) =n -4, ein Widerspiuch. Somit ist M2/M3 nicht abelsch und aus 
dem Hilfssatz 3.3 folgt, unter anderem, dab G2/G3 %AA, ist (G,/M, z Z3, 
MI/G3 z (2, 2)). 
(12) BeweisabschluB: 
Wir betrachten C := C,(M,/G,). Da G,IM, auf M,/G, treu operiert, 
haben wir C n G, = M,. Nun ist G/C eine Untergruppe von Aut(2,2) 2 S3 
und CG,/C z G,IC n G, = GJM, 2 Z,. Hier ist G/C 2 Z, und G = CG2, 
denn ware G/C 2 S,, so wire G/C E g(G), aber alle Faktorgruppen in g(G) 
sind isomorph zu A, (siehe (1) und (4)), keine zu S3. 
Sei Q := M, n C, also Q/M2 z (q, q). Q < C zentralisiert M2/G3, und 
q # 2, denn 2 ( IG, : M, I und MJG, ist der Frobeniuskern von G,/G2. 
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Daher ist Q/G3 abelsch. Wegen G’ < C und G”’ < M, gilt G”’ < M, n C = Q 
und Gc4) < G3. Das liefert den Widerspruch w( Gc4’) < w(G,) = n - 3. 
Damit ist der Beweis beendet. 
3.6. HAUPTSATZ. Ist G eine aufliisbare Gruppe mit o(G) >A, so ist 
d(G) Q [3m(G)/2 + 2-J. 
Beweis. Nach 1.5 gilt, wenn G aufliisbar ist 
w(G) = 0 =e- dZ(G) < 1, o(G) = 3 -d(G) d 6, 
o(G) = 1 *d&G) d 3, u(G) = 4 a dZ( G) < 8, (*) 
w(G)=2adZ(G)<4. 
Wir delinieren die Folge a,, durch die Festsetzung 
a,=l, a,=$, a,=l; a,,+,=$, a2n=2 fur n32. 
Fur n 3 4 gilt also 
$n f a, = [in + 21. 
Man sieht ferner leicht, dass fur n 2 5 
a,~=max(-~+a,~,,a,~2, -;+a,-,,a,,-,, --++a,-,) 
gilt. 
Wir miissen dZ(G) d &J(G) + awcG) beweisen. Fiir n = co(G) = 0, 1, 2, 3,4 
ist dies nichts anderes als die entsprechende Ungleichung in (*). Ist 
n=w(G)35 und dZ(G)<7, so gilt 
Ist nun n = o(G) Z 5 und dZ(G) > 7, so machen wir Induktion nach n und 
wenden den Satz 3.5 an. 
Gilt o(G’)dn- 1, so ist dZ(G) = 1 + LZZ(G’) < 1 + $(n - 1.) i- a,- 1 < 
$3 + a, wegen aiz 2 a, _ 1 - 1. 
Gilt w( G”) < n - 2, so ist dZ( G) = 2 + dZ( G”) < 2 + $( n - 2) c a, ~ z < 
$+aa, wegen a,Ba,p,. 
Gilt ~(G’~‘)<n-2, so ist dZ(G)=3+dZ(G(3’),<3+~(~z-2)+a,pld 
$z+aa, wegen a,>a,-,.’ 
Gilt ,(Gt4’j < n - 3, so ist dZ(G) = 4 + dZ(Gc4)) <4 + $(n - 3) + aNP3 < 
$+a, wegen a,2a,P3--. 
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Gilt o(GC5’)<.-4, so ist dl(G)=5+dl(G’5’)<5+~(rz-4)+a,P,d 
$z+ua, wegen a,aa,-,. 
Gilt o(GC6’)<.-4, so ist dl(G)=6+~If(G’~~)<6+$(r~-4)+a,-,d 
sn+ a, wegen a, 2 a,, _ 4. 
Gilt (u(G’~‘)<Iz-~, so ist dl(G)=7+dl(G”‘)d-7+$(n-5)+~,~,< 
$z+aa, wegen a,3a,-,--f. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
3.7. Bemerkungen. (a) Fiir eine a&&bare Gruppe G mit w(G) = 3 
kann man beweisen: df(G) < 5. 1st o(G) = 4, so ist dann dl(G) < 7 wenn G 
aufliisbar ist (nach 2.3). Benutzt man diese Abschatzungen in der Defini- 
tion der Folge a,, erhalt man 
d(G) d [3co(G)/2 + 3/2]. 
(b) Die Strukturen in 3.3 und 3.4 sind nur fur Gruppen gerader 
Ordnung miiglich. 1st IGJ ungerade, so kann man mit Hilfe von 3.3 und 3.4 
beweisen, dass mindestens eine der folgenden Ungleichungen gilt: 
o(G’) ,< w(G) - 1, o(G”)<co(G)-2, o(G”‘) d o(G) - 3, 
o(Gt4’) < 4 G) - 3, o( Gc5’) d w(G) - 4. 
Ein Argument wie in 3.6 zeigt dann dl(G) < [40(G)/3 + 8/3] falls G 
au&bar mit o(G) 2 5 und von ungerader Ordnung ist. Benutzt man die 
Abschatzungen in (a), dann erhalt man 
d(G) < [40(G)/3 -I- 5/3]. 
(c) Die Strukturen in 3.3 und 3.4 sind wahrscheinlich nur dann 
moglich, wenn SL(2, 3) in G involviert ist. Der Beweis hiervon wiirde eine 
nahere Untersuchung des Falles jJ/HI 3 r3 erfordern. Wenn dies stimmt, so 
kiinnte man die Voraussetzung “ICI ist ungerade” in (b) durch “X(2, 3) ist 
nicht involviert in G” ersetzen (vielleicht muss dann aber m(G) 2 9 
vorausgesetzt werden). 
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